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Re´sume´ :
De manie`re ge´ne´rale les approches de type PIV ne´cessitent d’introduire un a priori sur la solution a`
estimer. Les me´thodes locales imposent une uniformite´ du champ de vitesse dans un petit voisinage.
Les approches globales introduisent un terme de re´gularisation qui peut eˆtre base´ sur la dynamique
des fluides. Nous montrons dans cette e´tude que l’introduction d’un a priori de type loi de puissance
permet d’ame´liorer de fac¸on significative les estimations du champ de vitesse vers les petites e´chelles.
Abstract :
PIV techniques need to introduce prior knowledge to estimate motion fields. Local approaches require
window with constant velocity. Global approaches relies on a spatial regularization term which can be
derived from the physics of fluids. In the present study we show that using regularizations based on
turbulence power laws clearly provides accurate estimates down to the smallest scales.
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1 Introduction
Depuis une dizaine d’anne´es la ve´locime´trie par images de particules (PIV) s’est impose´e pour la
mesures des e´coulements turbulents. Des algorithmes de corre´lations d’images tre`s performants ont
e´te´ propose´s Cependant, ces techniques de mesures de la vitesse a` partir d’images restent limite´es a`
un gamme re´duite d’e´chelles. L’estimation d’une large e´tendue spectrale de tourbillons est d’un grand
inte´reˆt mais repre´sente encore un de´fi. Pourtant, les images de particules peuvent contenir suffisamment
d’information pour de´crire les plus grands jusqu’aux plus petits tourbillons. De meilleures estimations
sont possibles si l’on s’appuie sur la mode´lisation statistique de la turbulence.
La mesure du mouvement entre deux images utilise un mode`le d’observation ou mode`le d’attache aux
donne´es reliant le vecteur champ de vitesse recherche´ aux variations spatiotemporelles de l’intensite´
du niveau de gris des images. Des mode`les d’observations ont e´te´ de´rive´s a` partir des e´quations du
transport de particules ou du scalaire [8]. Cette e´tape est importante car la mesure est d’autant
plus pre´cise que le mode`le de´crit l’ensemble des phe´nome`nes physiques lie´s au contexte d’observation
expe´rimentale. Cependant le mode`le d’observation n’est pas suffisant pour estimer le champ de vitesse
car il ne fournit qu’une e´quation scalaire sur la luminance pour deux composantes de la vitesse a`
estimer dans le plan de l’image. Le syste`me est donc incomplet, il s’agit du proble`me d’ouverture.
Seules les composantes de la vitesse perpendiculaires aux gradients de la luminance peuvent eˆtre
estime´es (cf. Figure 1). Ce proble`me peut eˆtre re´solu par des approches locales ou par des approches
globales.
Les me´thodes locales conside`rent un voisinage d’un point de l’espace conside´re´. Elles consistent a`
comparer le contenu d’une feneˆtre d’observation dans la premie`re image avec les contenus de feneˆtres
similaires dans la seconde image, ceci pour un crite`re donne´. Les techniques de corre´lation et d’images
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Figure 1 – Illustration du proble`me de l’ouverture pour la mesure de la vitesse a` partir de l’observation
d’un scalaire disperse´ dans un e´coulement turbulent. Dans les cadres rouges : une re´gion de l’e´coulement
avec variation de la luminance. Dans les cadres verts : une re´gion de l’e´coulement sans grande variation
de la luminance. Le vecteur vert repre´sente le gradient de la luminance. Le vecteur jaune repre´sente la
vitesse obtenue avec uniquement le mode`le d’observation. Les vecteurs rouges repre´sentent une partie
de l’infinite´ de solutions possibles. Le vecteur bleu est la solution obtenue avec une re´gularisation
globale qui dans ce cas se confond avec la ve´rite´ du terrain.
compense´es en mouvement sont les crite`res les plus populaires. Les premie`res sont classiquement uti-
lise´es en PIV, tandis que les secondes propose´es par [9] sont couramment utilise´es dans la communaute´
vision par ordinateur pour estimer le flot optique. Les me´thodes de corre´lation sont robustes et ont
e´te´ largement optimise´es mais proce`dent a` un filtrage passe-bas de la solution limitant la dynamique
re´solue aux grandes e´chelles de l’e´coulement De plus, comme cela a e´te´ de´montre´ dans le cas bidimen-
sionnel, la corre´lation est un mode`le qui simplifie la physique du contexte d’observation et ne´cessite
une homoge´ne´ite´ des informations dans la feneˆtre d’observation [6]. Les me´thodes de type Lucas &
Kanade s’appuient sur un mode`le d’observation plus pre´cis, autorisant des feneˆtres d’observation ne
contenant qu’une particule, et fournissant alors des mesures plus denses. Une adaptation de cette
dernie`re approche a e´te´ propose´e pour la mesure haute cadence du mouvement en PIV [1].
La majorite´ des me´thodes globales re´sout un proble`me d’optimisation sur l’ensemble de l’image, reliant
chaque vecteur estime´ a` ces voisins selon un mode`le de re´gularisation plus ou moins ponde´re´. A
l’origine de ce type d’approche Horn & Schunck [7] ont propose´ une re´gularisation au premier ordre
pour estimer les mouvements quasi-rigides. Re´cemment, des re´gularisations d’ordre plus e´leve´, plus
adapte´ au mouvement fluide, ont e´te´ de´veloppe´es [2, 3]. Toutefois, ces contraintes spatiales ne sont
pas base´es sur une mode´lisation de la physique des fluides et ne permettent pas d’estimer de manie`re
pre´cise la structuration des e´coulements aux petites e´chelles. Enfin, comme ces re´gularisations ne sont
pas physiquement consistantes, elles sont ponde´re´es par un parame`tre ajuste´ de manie`re subjective.
Dans cette e´tude nous e´tudions une nouvelle re´gularisation multie´chelle propose´e par He´as et al. [5]
et base´e sur la de´croissance de l’e´nergie cine´tique turbulente. Contrairement aux autres approches, l’a
priori est physiquement consistant et a` l’avantage de re´soudre le proble`me de l’ouverture en estimant
les poids affecte´s aux diffe´rentes e´chelles de re´gularisation. La me´thode consiste a` contraindre le champ
de vitesse –via la fonction de structure d’ordre deux– a` suivre les mode`les statistique pre´dits par
Kolmogorov [4]. Cette nouvelle technique estime e´galement les parame`tres de la loi a` partir des images.
Nous e´valuons ici une alternative fixant pre´alablement les parame`tres de la loi de puissance a` partir
d’une mesure au fil chaud.
L’article est organise´ comme suit. Dans une premie`re partie, le mode`le de re´gularisation base´ sur les
lois de de´croissance de l’e´nergie est pre´sente´. Puis la nouvelle technique de PIV multie´chelle est de´crite.
Enfin, dans une dernie`re partie de discussions et conclusions, la me´thode est e´value´e a` partir d’une
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expe´rience re´elle de turbulence de grille. Les re´sultats sont compare´s avec des techniques classiques de
PIV.
2 Mode´lisation de la cascade d’e´nergie turbulente
A partir d’arguments simples, Kolmogorov a mode´lise´ le spectre d’e´nergie cine´tique d’un e´coulement
turbulent [4]. Conside´rons la fonction de structure longitudinale Sp(`) ≡< δv(`)p >, correspondant aux
moments d’ordre p des incre´ments de la vitesse longitudinale δv(x, `n, t) ≡ (v(x + `n, t)− v(x, t)).n,
avec n un vecteur unitaire dirige´ suivant la se´paration ` entre deux points. Pour un e´coulement
homoge`ne, stationnaire, isotrope et pour des se´parations ` dans le domaine inertiel de la cascade,
Kolmogorov mode´lise la fonction de structure de la vitesse sous la forme d’une loi de puissance du type
Sp(`) ∼ β`ζp , ou` il sugge`re ζp e´gal a` p/3 indiquant un comportement universel pour les fluctuations
a` petites e´chelles. La the´orie de Kolmogorov s’appuie sur deux hypothe`ses d’auto-similarite´. Pour
η < ` < L les fonctions de structures d’ordre 2 et 3 s’e´crivent S2(`) ∼ C2(`)2/3 et S3(`) ∼ C3`,
ou` C2, C3 sont des constantes,  est la dissipation moyenne d’e´nergie et η est l’e´chelle e´le´mentaire de
la cascade d’e´nergie. Cependant, en raison du phe´nome`ne d’intermittence croissant avec les petites
e´chelles, l’exposant ζp a en re´alite´ une de´pendance non-line´aire avec l’ordre p et les e´coulements
turbulents ne sont pas strictement auto-similaires [4]. Notons que l’exposant de la fonction de structure
d’ordre 3 n’est pas affecte´ par cet e´cart a` la re´alite´. De plus, les e´coulements turbulents sont toujours
re´guliers dans la zone dissipative, c-a`-d pour 0 < ` < η, et la fonction de structure d’ordre 2 s’e´crit
S2(`) ∼ β`2.
Dans la suite nous exploitons cette dernie`re caracte´ristique universelle de la mode´lisation de la cas-
cade d’e´nergie. Pour un certain nombre d’expe´riences de PIV nous pouvons utiliser un mode`le de
re´gularisation base´ sur S2(`) ∼ β`2 pour 0 < ` < η. En effet, avec un facteur d’agrandissement M
classique compris entre 10 et 15 pixels/mm, et pour un re´gime de nombre de Reynolds allant jusqu’a`
environ 104, l’e´chelle de Kolmogorov η peut eˆtre de l’ordre de 0,1 a` 1 mm correspondant alors a`
quelques pixels dans l’espace image. Dans ce cas, la zone dissipative peut eˆtre observe´e dans l’image
et ses caracte´ristiques exploite´es pour la mesure du champ de vitesse. Par ailleurs, nous observons
que pour estimer un champ de vecteur avec pre´cision, il est suffisant de re´gulariser la solution sur une
gamme d’e´chelle tre`s re´duite, c-a`-d pour 1 ≤ ` ≤ 2 pixels. Tout ceci pre´sente l’avantage important de
ne quasiment pas imposer d’auto-similarite´ a` la solution, et d’avoir pour seul parame`tre β le taux de
transfert d’e´nergie.
3 Me´thode
La technique PIV propose´e est une me´thode globale qui consiste a` minimiser une fonctionnelle d’e´nergie
compose´e de deux termes f(I,v) = fd(I,v) +αfr(v), ou` fd(I,v) est le mode`le d’observation et fr(v)
est le terme de re´gularisation ne´cessaire pour re´soudre le proble`me de l’ouverture. Cette re´gularisation
impose une cohe´rence spatiale globale suivant un mode`le de loi de puissance. Comme dans notre cas la
re´gularisation est base´e sur un mode`le physique du type fr(v) = 0, c-a`-d d’une contrainte dure, alors
le parame`tre α n’a plus besoin d’eˆtre spe´cifie´ car il devient une solution du proble`me d’optimisation.
Mode`le d’observation Le mode`le d’observation conside´re´ dans cette e´tude est celui propose´ par
Liu & Shen [8]. Pour une expe´rience de visualisation par nappe laser de particules disperse´es dans un
e´coulement le mode`le d’observation s’e´crit
fd(I,v)=
1
2
∫
Ω
(I˜−I+∇I · v + Idiv v)2ds (1)
ou` I˜ correspond a` l’image I(t+ ∆t) et Ω repre´sente la surface de toute l’image.
Re´gularisation base´e sur la cascade d’e´nergie La nouvelle re´gularisation multi-e´chelle de´finie
a` l’e´chelle ` s’e´crit
fr`(v) =
1
2
(S2(`)− β`ζ2) = 0. (2)
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Dans la pre´sente e´tude β est directement estime´ a` partir d’un mesure au fil-chaud et ζ2 est choisi
e´gal 2 (cf. §4). Notons qu’une approche ge´ne´rique propose´e par He´as et al [5] permet d’estimer ces
parame`tres en meˆme temps que le champ de vecteur en mettant en œuvre l’infe´rence baye´sienne.
Proble`me d’optimisation Le proble`me de minimisation s’e´crit, minv fd(I,v), v(x) ∈ R,sous les contraintes :
fr`(v) = 0, ∀` ∈ I,
(3)
ou` I est l’intervalle d’application de la loi de puissance. Rappelons qu’un intervalle aussi re´duit que
I = [1px, 2px] est suffisant pour estimer une solution pre´cise.
4 Configuration expe´rimentale, re´sultats et discussions
Une grille plane a` maillage carre´ a e´te´ utilise´e pour produire une turbulence homoge`ne et isotrope. La
grille e´tait constitue´e de mailles de taille M = 7 mm et de segments pleins de diame`tres d e´gaux a` 2
mm. Le taux de solidite´ de la grille σ ≡ d/M(2− d/M) e´tait e´gal a` 0,49. La vitesse moyenne de l’air
e´tait de 6,1 m/s conduisant a` une valeur du nombre de Reynolds Re = UM/ν e´gale a` 3000.
Des mesures de PIV 2D2C ont e´te´ effectue´es a` l’aide d’un syste`me LaVision. Le facteur d’agrandis-
sement e´tait de 12 pixels/mm. Les images ont e´te´ acquises au milieu de la zone d’essai et a` 15M
derrie`re la grille. Ces donne´es ont e´te´ comple´te´es par une mesure fil chaud prise au milieu de l’image.
L’hypothe`se de Taylor a e´te´ applique´e pour comparer les mesures fil chaud avec les estimations PIV.
De fac¸on a` limiter les pertes de particules dans la direction normale au plan laser nous avons choisi
un tre`s petit pas de temps entre images. La valeur retenue est 40µs correspondant a` un de´placement
moyen de 3 pixels et a` un e´cart type de la fluctuation de la turbulence de grille de 0,06 pixels, largement
infe´rieur a` l’e´paisseur de la nappe laser de l’ordre de 10 pixels. Ces conditions expe´rimentales sont
particulie`rement bien adapte´es au mode`le d’observation (1), valide pour de faibles pertes d’information
au travers du plan laser ainsi que pour de tre`s petits de´placements. En effet, le terme d’attache aux
donne´es est e´crit dans un formalisme variationnel consistant avec des de´placements plus petits que
la plus petite longueur d’onde dans l’image (apre`s de´bruitage), c-a`-d celle associe´e au diame`tre des
particules observe´es.
La re´gularisation a e´te´ applique´e uniquement sur les deux premie`res e´chelles de l’image, c-a`-d pour
des se´parations de 1 a` 2 pixels. Cette gamme d’e´chelle se situe dans la zone dissipative 0 < ` < η, car
l’e´chelle de Kolmogorov η estime´e a` l’aide d’une mesure fil-chaud est de 0,25 mm ou` 3 pixels. Dans
ces conditions nous avons utilise´ pour la re´gularisation le mode`le de loi de puissance de la fonction de
structure d’ordre deux S2(`) = β`2. Le parame`tre β a e´te´ mesure´ par ane´mome´trie a` fil chaud, ce qui
permet de contraindre la solution avec le taux re´el de transfert d’e´nergie inter-e´chelles.
La figure 2 montre une comparaison d’estimations de la fonction de structure d’ordre 2 obtenues par
la me´thode propose´e et l’ane´mome´trie a` fil chaud conside´re´e comme re´fe´rence. La bonne concordance
entre les deux mesures jusqu’a` des se´parations de l’ordre de 80 pixels indique que les statistiques des
plus petites e´chelles sont estime´es avec pre´cision. La de´viation observe´e a` plus grande e´chelle s’explique
par le manque de convergence statistique de S2(`) et par la limite de validite´ de l’hypothe`se de Taylor.
La technique propose´e estime le meˆme taux de turbulence que celui mesure´ avec l’ane´mome´trie a`
fil chaud, c-a`-d 3% correspondant a` un e´cart type sur la fluctuation de vitesse aussi faible que 0,06
pixels. Les re´sultats obtenus avec une approche globale classique [7] et une technique de corre´lation
sont e´galement trace´s sur la figure 2. Les comparaisons montrent clairement le be´ne´fice apporte´ par la
re´gularisation base´e sur les lois de puissance qui permettent d’estimer pour cet e´coulement l’ensemble
de la dynamique, c-a`-d de l’e´chelle inte´grale de l’ordre de 100 pixels a` l’e´chelle de Kolmogorov de
l’ordre de 3 pixels. Sur la figure 2 le zoom dans le champ de vecteurs superpose´ a` l’image de particules
montre que les plus petits tourbillons mesure´s sont bien duˆs aux mouvements de particules. Notons
que dans cet e´coulement peu e´nerge´tique et pour lequel l’e´nergie est cantonne´e aux petites e´chelles
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Figure 2 – Turbulence de grille. A gauche, Comparaisons de fonctions de structure d’ordre 2. Rouge,
mesures fil-chaud ; Turquoise, me´thode propose´e ; Jaune, approche de [7] ; Fuchia ; corre´lation ; Tiret
vert, ∼ `2 ; Tiret bleu, ∼ `(2/3). A droite, champs de vecteurs avec vorticite´ et images de particules
estime´s avec la me´thode propose´e.
les techniques classiques de PIV sont largement mises en de´faut. Enfin, la me´thode propose´e est par
de´finition moins adapte´e quand l’image contient une forte he´te´roge´ne´ite´ de la turbulence. Dans ce cas
la re´gularisation devrait tenir compte du fait que le taux de transfert d’e´nergie inter-e´chelles varie
fortement dans l’espace. L’utilisation des ondelettes permet d’envisager de telles techniques [3].
5 Conclusions
Une nouvelle technique PIV multie´chelles est propose´e. L’algorithme met en œuvre une re´gularisation
contraignant le champ de vitesse estime´ a` respecter les lois de puissances des statistiques de la turbu-
lence. La me´thode permet de mesurer l’ensemble du spectre tourbillonnaire d’une turbulence de grille.
Ses limites sont discute´es et des perspectives propose´es.
Re´fe´rences
[1] F. Champagnat, A. Plyer, G. Le Besnerais, B. Leclaire, S. Davoust, and Y. Le Sant. Fast and
accurate PIV computation using higly parallel iterative correlation maximization. Exp. Fluids,
50 :1169–1182, 2011.
[2] T. Corpetti, D. Heitz, G. Arroyo, E. Me´min, and A. Santa Cruz. Fluid experimental flow estimation
based on an optical-flow scheme. Exp. Fluids, 40(1) :80–97, 2006.
[3] P. De´rian, P. He´as, C. Herzet, and E. Me´min. Wavelets to reconstruct turbulence multifractals
from experimental image sequences. In 7th Int. Symp. on Turbulence and Shear Flow Phenomena,
TSFP-7, Ottawa, Canada, July 2011.
[4] U. Frisch. Turbulence : the legacy of A.N. Kolmogorov. Cambridge University Press, 1995.
[5] P. He´as, E. Me´min, D. Heitz, and P. Mininni. Bayesian selection of scaling laws for motion modeling
in images. In International Conference on Computer Vision (ICCV), Kyoto, Japan, 2009.
[6] D. Heitz, E. Me´min, and C. Schno¨rr. Variational fluid flow measurements from image sequences :
synopsis and perspectives. Exp. Fluids, 48(3) :369–393, 2010.
[7] B.K.P. Horn and B.G. Schunck. Determining optical flow. Artif. Intell., 17 :185–203, 1981.
[8] T. Liu and L. Shen. Fluid flow and optical flow. J. Fluid Mech., 614 :253–291, 2008.
[9] B. Lucas and T. Kanade. An iterative image registration technique with an application to stereo-
vision. In Int. Joint Conf. on Artificial Intel. (IJCAI), pages 674–679, 1981.
5
